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Аннотация. Исследование точных решений уравнений Навье–Стокса остается важной задачей 
механики жидкости, поскольку такие решения служат эталоном для верификации численных 
методов и позволяют выявить фундаментальные закономерности течений. Особый интерес представляют 
трехмерные нестационарные изобарические течения с постоянной поперечной скоростью, 
моделирующие процессы фильтрации и движения жидкости в слоях с проницаемыми границами. 

Цель исследования. Провести полный анализ совместности переопределенной системы 
уравнений Навье–Стокса для трехмерных нестационарных изобарических течений с постоянной 
поперечной скоростью в слое с проницаемыми границами, осуществить ее редукцию к разрешимой 
системе и построить новые семейства точных решений. 

Методы. Анализ условий совместности переопределенных систем дифференциальных уравнений, 
метод характеристик для линейных уравнений в частных производных, редукция к связанным 
параболическим уравнениям, построение полиномиальных и автомодельных решений, преобразование 
Галилея для сведения к уравнению теплопроводности, численная визуализация в среде MATLAB 
с параметрами воды при 20 °C. 

Результаты. Выведены условия совместности, приводящие к линейной функциональной зависимости 
между горизонтальными компонентами скорости. Исходная переопределенная система сведена к паре 
квазилинейных параболических уравнений. Построены новые классы точных решений: полиномиальные 
по характеристической переменной, обобщающие сдвиговые течения, а также автомодельные решения 
типа движущегося и диффундирующего гауссова импульса, описывающие эволюцию локализованных 
возмущений. Проведен анализ предельного перехода к идеальной жидкости. 

Выводы. Впервые получены точные решения, описывающие трехмерные нестационарные 
течения вязкой жидкости с постоянной поперечной скоростью. Результаты вносят вклад в 
теорию слоистых течений и могут быть использованы для верификации численных методов 
вычислительной гидродинамики. 
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Abstract. The study of exact solutions to the Navier–Stokes equations remains an important task in 

fluid mechanics, as such solutions serve as a benchmark for verifying numerical methods and reveal 

fundamental flow patterns. Of particular interest are three-dimensional unsteady isobaric flows with 

constant transverse velocity, which model filtration processes and fluid motion in layers with permeable 

boundaries. 

Aim. To perform a complete compatibility analysis of the overdetermined system of Navier–Stokes 

equations for three-dimensional unsteady isobaric flows with a constant transverse velocity in a layer 

with permeable boundaries, reduce it to a solvable system, and construct new families of exact solutions. 

Methods. Compatibility analysis of overdetermined systems of partial differential equations, the 

method of characteristics for linear partial differential equations, reduction to coupled parabolic equations, 

construction of polynomial and self-similar solutions, the Galilean transformation for reduction to the 

heat equation, and numerical visualization in MATLAB using the parameters of water at 20°C. 

Results. Compatibility conditions are derived, leading to a linear functional relationship between the 

horizontal velocity components. The original overdetermined system is reduced to a pair of quasilinear 

parabolic equations. New classes of exact solutions have been constructed: polynomial solutions in the 

characteristic variable, which generalize shear flows, as well as self-similar solutions of the moving and 

diffusing Gaussian pulse type that describe the evolution of localized perturbations. An analysis of the 

limit transition to an ideal fluid is performed. 

Conclusions. For the first time, exact solutions describing three-dimensional unsteady viscous fluid 

flows with a constant transverse velocity have been obtained. The results contribute to the theory of 

layered flows and can be used to verify numerical methods in computational fluid dynamics (CFD). 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Уравнения Навье–Стокса, описывающие движение вязкой несжимаемой жидкости, 

представляют собой фундаментальную, но чрезвычайно сложную для анализа систему 

нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных. Несмотря на более 
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чем двухвековую историю их изучения, проблема построения точных аналитических ре-

шений в трехмерном нестационарном случае остается открытой и исключительно акту-

альной. Как отмечено в классических монографиях [1, 2], точные решения позволяют не 

только глубже понять физическую природу течений, но и служат незаменимым инстру-

ментом для тестирования численных алгоритмов, используемых в современной вычисли-

тельной гидродинамике [3]. Без таких эталонных решений невозможно оценить точность 

и сходимость приближенных методов, что особенно важно при моделировании сложных 

течений в промышленных и природных процессах. 

Среди многообразия гидродинамических задач особое место занимают изобарические 

течения, в которых давление постоянно во всем объеме жидкости. Такие течения возни-

кают, например, при движении жидкости под действием инерционных и вязких сил в от-

сутствие внешнего перепада давления, а также в некоторых приближениях геофизической 

гидродинамики [4–6]. Исторически первые точные решения для стационарных течений 

Пуазейля и Куэтта были получены именно в предположении постоянства или линейной 

зависимости давления в классических работах XIX века. Однако в трехмерной нестацио-

нарной постановке система становится переопределенной, что требует дополнительного 

анализа условий совместности. Методы анализа таких систем и построения точных реше-

ний развиты в работах [5–9]. 

Систематическое исследование точных решений уравнений Навье–Стокса активно 

развивается в работах как отечественных, так и зарубежных авторов. Фундаментальные 

результаты получены в [5–13]. В частности, в [5, 6] рассмотрены вихревые течения и те-

чения во вращающихся слоях, в [7] – сдвиговые течения Куэтта, в [8] – точные решения 

для уравнений термодиффузии, в [9–11] предложены методы построения решений с ли-

нейной зависимостью скорости от координат, в [12, 13] изучены новые эффекты, связан-

ные с колебаниями момента импульса. В последние годы значительный прогресс достиг-

нут в построении решений для слоистых и вертикально завихренных течений [14–17], те-

чений с проницаемыми границами [18–21], а также для бинарных жидкостей и термо-

диффузионных процессов [22–25]. Особо следует отметить работы [14–17, 21], где разра-

ботаны методы редукции и получены многочисленные классы точных решений для ши-

рокого круга гидродинамических моделей, включая трехмерные нестационарные течения. 

Важным направлением является исследование течений в слоях с проницаемыми гра-

ницами, которые моделируют процессы фильтрации, мембранного разделения, движения 

жидкости в пористых средах и биологических системах. Классические работы [18–20] 

заложили основы теории ламинарных течений с отсосом и вдувом через стенки. Даль-

нейшее развитие эти идеи получили в [21, 25], где построены точные решения для кана-

лов с проницаемыми стенками при различных граничных условиях. Однако большинство 

известных решений относятся либо к стационарным, либо к двумерным течениям. Трех-

мерные нестационарные изобарические течения с постоянной поперечной скоростью 

оставались малоизученными, несмотря на их важность для приложений. 

Настоящая работа продолжает это направление и посвящена анализу трехмерных неста-

ционарных изобарических течений с дополнительным кинематическим условием – постоян-

ством поперечной скорости. Такая постановка обобщает классические задачи о течени-

ях в каналах с проницаемыми стенками [18–20] и находит применение при моделиро-

вании процессов фильтрации, мембранного разделения, а также в геофизической гид-

родинамике [6]. Кроме того, полученные решения могут служить основой для верификации 

численных методов, применяемых в современных вычислительных комплексах [3, 24]. 
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Целью данной работы является проведение полного анализа совместности переопреде-

ленной системы уравнений Навье–Стокса для указанного класса течений, осуществление 

ее редукции к разрешимой системе и построение новых семейств точных решений, вклю-

чая полиномиальные и локализованные автомодельные течения. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассмотрим движение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном плоском слое. В 

декартовых координатах (x, y, z) уравнения Навье–Стокса для поля скорости (Vx, Vy, Vz) и 

давления P имеют вид 
 

∂𝐕

∂𝑡
+ (𝐕 ⋅ ∇)𝐕 = −

1

𝜌
∇𝑃 + 𝜈∇2𝐕, ∇ ⋅ 𝐕 = 0, 

 

где ν – кинематическая вязкость, ρ – плотность. В предположении изобаричности течения 

градиент давления отсутствует: ∇P = 0. В нестационарных течениях вязкая диссипация 

компенсируется убыванием кинетической энергии со временем (амплитуда решений 

убывает как ~1/t), а перенос импульса через проницаемые границы при постоянной по-

перечной скорости может служить дополнительным источником или стоком энергии, 

что делает изобарическое приближение физически обоснованным. Дополнительно по-

лагаем, что поперечная компонента скорости постоянна: Vz = w0 = const. Это условие 

соответствует равномерному просачиванию жидкости через проницаемые границы 

слоя. Следует подчеркнуть, что условие 𝑉𝑧 = 𝑤0 = const задает лишь вертикальную со-

ставляющую скорости на проницаемых границах 𝑧 = const. Граничные условия для го-

ризонтальных компонент скорости 𝑉𝑥 и 𝑉𝑦 на этих границах в рамках данной работы не 

фиксируются жестко, поскольку проницаемость границ не накладывает автоматиче-

ских условий прилипания или проскальзывания на касательные компоненты. Физиче-

ски это соответствует ситуации, когда проходящая через границу жидкость может со-

хранять касательный импульс, величина которого определяется внешними факторами 

(интенсивностью вдува/отсоса, характеристиками внешнего потока). Такой подход 

позволяет при построении конкретных классов точных решений использовать возни-

кающие произвольные функции и постоянные для удовлетворения различным типам 

граничных условий (прилипание, проскальзывание, заданное касательное напряжение) 

в зависимости от конкретной физической задачи. Тогда система упрощается до двух 

уравнений для горизонтальных компонент: 
 

 
∂𝑉𝑥

∂𝑡
+ 𝑉𝑥

∂𝑉𝑥

∂𝑥
+ 𝑉𝑦

∂𝑉𝑥

∂𝑦
+ 𝑤0

∂𝑉𝑥

∂𝑧
= ν (

∂2𝑉𝑥

∂𝑥2
+

∂2𝑉𝑥

∂𝑦2
+

∂2𝑉𝑥

∂𝑧2
), (1) 

 

 
∂𝑉𝑦

∂𝑡
+ 𝑉𝑥

∂𝑉𝑦

∂𝑥
+ 𝑉𝑦

∂𝑉𝑦

∂𝑦
+ 𝑤0

∂𝑉𝑦

∂𝑧
= ν (

∂2𝑉𝑦

∂𝑥2
+

∂2𝑉𝑦

∂𝑦2
+

∂2𝑉𝑦

∂𝑧2
), (2) 

 

при условии неразрывности 
 

 
∂𝑉𝑥

∂𝑥
+

∂𝑉𝑦

∂𝑦
= 0. (3) 

 

Таким образом, имеем три уравнения для двух неизвестных функций Vx, Vy, что делает 

систему переопределенной. Возникает задача о нахождении условий, при которых такая 

система совместна. 
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УСЛОВИЯ СОВМЕСТНОСТИ И РЕДУКЦИЯ 
 

Продифференцируем (1) по x, а (2) по y и сложим. Используя (3), после преобразо-

ваний получаем соотношение 
 

 
∂𝑉𝑥

∂𝑥

∂𝑉𝑦

∂𝑦
−

∂𝑉𝑥

∂𝑦

∂𝑉𝑦

∂𝑥
= 0,  (4) 

 

которое представляет собой обращение в нуль якобиана отображения (x, y) → (Vx, Vy) при 

фиксированных z, t. Следовательно, компоненты скорости функционально зависимы: 
 

 𝑉𝑦 = 𝐹(𝑉𝑥 , 𝑧, 𝑡).    (5) 
 

Подстановка (5) в (1)–(2) и анализ полученных уравнений приводит к условиям на 

функцию F. Требование совместности при произвольном поле Vx дает два соотношения: 
 

 
∂2𝐹

∂𝑉𝑥
2 = 0,

∂2𝐹

∂𝑉𝑥 ∂𝑧
= 0. (6) 

 

Условия (6) означают, что функция F линейна по Vx. Таким образом, получаем 
 

 𝐹(𝑉𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑘(𝑧, 𝑡) 𝑉𝑥 + ℎ(𝑧, 𝑡). (7) 
 

Коэффициенты k и h удовлетворяют одинаковым линейным параболическим уравнениям: 
 

 
∂𝑘

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑘

∂𝑧
= ν

∂2𝑘

∂𝑧2
,
∂ℎ

∂𝑡
+ 𝑤0

∂ℎ

∂𝑧
= ν

∂2ℎ

∂𝑧2
. (8) 

 

Уравнения (8) описывают конвективно-диффузионный перенос этих коэффициентов в 

поперечном направлении. Уравнение неразрывности (3) с учетом (5) и (7) принимает вид 
 

 
∂𝑉𝑥

∂𝑥
+ 𝑘(𝑧, 𝑡)

∂𝑉𝑥

∂𝑦
= 0. (9) 

 

Уравнение (9) является линейным уравнением в частных производных первого поряд-

ка. Его решение записывается через характеристическую переменную ξ = y - K(z,t)x, где 

∂K/∂x = k(z,t). Для дальнейшего анализа ограничимся случаем постоянного коэффициента 

k(z,t) = K0 = const, что соответствует однородной связи между компонентами скорости. 

Тогда ξ = y - K0x, и поле скорости можно представить как 
 

 𝑉𝑥 = 𝑈(ξ, 𝑧, 𝑡), 𝑉𝑦 = 𝐾0𝑈(ξ, 𝑧, 𝑡) +𝑊(𝑧, 𝑡), (10) 
 

где W(z,t) = h(z,t). Подстановка (10) в исходное уравнение (1) приводит к системе двух 

уравнений: 
 

 
∂𝑈

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑈

∂𝑧
+𝑊

∂𝑈

∂ξ
= ν (

∂2𝑈

∂ξ2
+

∂2𝑈

∂𝑧2
), (11) 

 

 
∂𝑊

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑊

∂𝑧
= ν

∂2𝑊

∂𝑧2
. (12) 

 

Уравнение (12) для W является независимым и описывает конвективно-диффузионный 

перенос в поперечном направлении. После его решения уравнение (11) становится ли-

нейным относительно U и может быть исследовано аналитически. 
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
 

Рассмотрим случай, когда функция W линейна по координате z: W(z,t) = α(t) z + β(t). 

Подстановка в (12) дает 
 

𝑑α

𝑑𝑡
= 0,

𝑑β

𝑑𝑡
+ 𝑤0α = 0, 

 

откуда α = α0 = const, β(t) = β0 - w0α0t. Таким образом, W(z,t) = α0 z + β0 - w0 α0 t. 

Решение для U будем искать в виде полинома конечной степени N по переменной ξ: 
 

 𝑈(ξ, 𝑧, 𝑡) =∑
𝑎𝑛(𝑧,𝑡)

𝑛!

𝑁

𝑛=0
 ξ𝑛. (13) 

 

Подставляя (13) в (11) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ξ, по-

лучаем рекуррентную систему уравнений для функций an(z,t): 
 

 
∂𝑎𝑛

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑎𝑛

∂𝑧
+𝑊(𝑧, 𝑡)𝑎𝑛+1 = 𝜈 (

∂2𝑎𝑛

∂𝑧2
+ 𝑎𝑛+2) , 𝑛 = 0,1, … , 𝑁 − 2, (14) 

 

 
∂𝑎𝑁−1

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑎𝑁−1

∂𝑧
+𝑊(𝑧, 𝑡)𝑎𝑁 = ν

∂2𝑎𝑁−1

∂𝑧2
, (15) 

 

 
∂𝑎𝑁

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑎𝑁

∂𝑧
= ν

∂2𝑎𝑁

∂𝑧2
. (16) 

 

Система решается последовательно, начиная с уравнения (16) для старшего коэффици-

ента. Уравнения (14)–(15) позволяют определить младшие коэффициенты. При N = 1 по-

лучаем решение, обобщающее классический сдвиговый поток. На рисунке 1 представле-

ны профили Vx и Vy для линейного случая (N = 1) в сечении z = 0 при t = 0. Изолинии под-

черкивают линейную зависимость от ξ. 
 

 
 

Рис. 1. Полиномиальное течение (линейный профиль): (a) Vx(x,y), (b) Vy(x,y) в сечении z = 0, t = 0. 

Параметры: K0 = 0.5, W0 = 1 мм/с, a1 = 0.1 с⁻¹ 
 

Fig. 1. Polynomial flow (linear profile): (a) Vx(x,y), (b) Vy(x,y) in the cross-section z = 0, t = 0. 

Parameters: K0 = 0.5, W0 = 1 mm/s, a1 = 0.1 s⁻¹ 
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В случае постоянной функции W(z,t) = W0 = const уравнение (11) упрощается: 
 

 
∂𝑈

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑈

∂𝑧
+𝑊0

∂𝑈

∂ξ
= ν (

∂2𝑈

∂ξ2
+

∂2𝑈

∂𝑧2
). (17) 

 

С помощью преобразования Галилея 
 

η = ξ −𝑊0𝑡, ζ = 𝑧 − 𝑤0𝑡, τ = 𝑡 
 

уравнение (17) сводится к двумерному уравнению теплопроводности: 
 

 
∂𝑈

∂τ
= ν (

∂2𝑈

∂η2
+

∂2𝑈

∂ζ2
). (18) 

 

Фундаментальное решение уравнения (18), соответствующее точечному начальному 

возмущению, имеет вид гауссова импульса: 
 

 𝑈(η, ζ, τ) =
𝑄

4πντ
exp (−

η2+ζ2

4ντ
). (19) 

 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем точное решение исходной задачи: 
 

 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
𝑄

4πν𝑡
exp (−

(𝑦−𝐾0𝑥−𝑊0𝑡)
2+(𝑧−𝑤0𝑡)

2

4ν𝑡
), (20) 

 

 𝑉𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) +𝑊0. (21) 
 

Это решение описывает эволюцию локализованного возмущения, которое движется с 

постоянными скоростями W0 в направлении y и w0 в направлении z, одновременно расплываясь 

за счет вязкости. Амплитуда убывает как 1/t, а ширина растет пропорционально √𝜈𝑡. 
На рисунке 2 показана эволюция такого возмущения вдоль оси x для трех последовательных  

моментов  времени.  Графики  построены  для  фиксированных  y = 0, z = 0; из-за движения 

центра амплитуда в этом сечении несколько занижена по сравнению с истинным центром. 
 

 
 

Рис. 2. Эволюция локализованного возмущения вдоль оси x при y = 0, z = 0 в моменты t = 0.5, 1.0, 2.0 с. 

Параметры: ν = 10-6 м²/с, Q = 10-8 м³/с, w0 = 1 мм/с, W0 = 1 мм/с, K0 = 0.5 
 

Fig. 2. Evolution of a localized perturbation along the x-axis at y = 0, z = 0 at times t = 0.5, 1.0, 2.0 s. 

Parameters: ν = 10-6 m²/s, Q = 10-8 m³/s, w0 = 1 mm/s, W0 = 1 mm/s, K0 = 0.5 
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Пространственная структура возмущения в момент t = 1 с представлена на рисунке 3 в 

двух ортогональных сечениях. Черным крестом отмечено положение центра, координаты 

которого (−
𝑊0𝑡

𝐾0
, 𝑊0𝑡, 𝑤0𝑡) полностью соответствуют теоретическим. Синхронизирован-

ные цветовые шкалы позволяют сравнить интенсивность в разных плоскостях. 

 

 
 

Рис. 3. Локализованное возмущение в момент t = 1 с: (a) сечение z = 0, (b) сечение y = 0  
 

Fig. 3. Localized perturbation at t = 1 s: (a) cross-section z = 0, (b) cross-section y = 0 

 

ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД К ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 
 

В пределе ν → 0 уравнения (11)–(12) переходят в уравнения переноса: 
 

∂𝑈

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑈

∂𝑧
+𝑊

∂𝑈

∂𝜉
= 0,

∂𝑊

∂𝑡
+ 𝑤0

∂𝑊

∂𝑧
= 0. 

 

Общее решение для U имеет вид U = Ψ(ξ-Wt, z-w0t), где Ψ – произвольная функция. В 

идеальной жидкости начальное возмущение переносится без изменения формы. На ри-

сунке 4 сопоставлены решение для вязкой жидкости и решение в приближении идеальной 

жидкости для гауссова импульса с начальной полушириной σ0 = 0.2 мм и амплитудой 

1 мм/с в момент t = 1 с. Решение, соответствующее вязкой жидкости, демонстрирует су-

щественное уширение и падение амплитуды до 0.14 мм/с, тогда как решение для идеаль-

ной жидкости сохраняет исходные параметры. 

Важно отметить, что в данной постановке классический пограничный слой не фор-

мируется, поскольку постоянный поперечный перенос массы (𝑉𝑧 = 𝑤0) изменяет 

структуру течения у стенки по сравнению со случаем непроницаемых границ. Решение 

остается регулярным при ν → 0, переходя в уравнения переноса идеальной жидкости. 

Отсутствие градиента давления (∇𝑃 = 0) означает отсутствие сил давления на границы, 

а вязкие напряжения стремятся к нулю вместе с ν. Это согласуется с фундаментальными 

свойствами идеальной жидкости, где сопротивление течению отсутствует (в аналогии 

с парадоксом Даламбера – Эйлера). Кинематическое условие на проницаемой границе 

(𝑉𝑧 = 𝑤0) остается справедливым и в идеальном случае, определяя перенос возмуще-

ний без их диссипации. 
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Рис. 4. Сравнение решений для вязкой и идеальной жидкости: гауссов импульс при t = 1 c. 

Начальная полуширина σ0 = 0.2 мм, амплитуда 1 мм/с 
 

Fig. 4. Comparison of solutions for the viscous and ideal fluids: Gaussian pulse t = 1 s.  

Initial half-width σ0 = 0.2 mm, amplitude 1 mm/s 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В работе проведен систематический анализ трехмерных нестационарных изобариче-

ских течений вязкой несжимаемой жидкости с постоянной поперечной скоростью. Ос-

новной результат состоит в редукции исходной переопределенной системы уравнений 

Навье–Стокса к паре связанных параболических уравнений на основе выведенных усло-

вий совместности. Показано, что функциональная зависимость между горизонтальными 

компонентами скорости необходимо является линейной, а ее коэффициенты подчиняются 

уравнению конвекции-диффузии. 

Новизна работы заключается в построении новых классов точных решений редуциро-

ванной системы. Впервые получены полиномиальные по характеристической переменной 

решения, обобщающие сдвиговые течения на случай нестационарной трехмерной геомет-

рии. Также в явном виде найдено автомодельное решение типа движущегося гауссова 

импульса, которое описывает эволюцию локализованных возмущений в поле постоянно-

го поперечного переноса. Это решение демонстрирует характерную для двумерной диф-

фузии зависимость амплитуды от времени, что качественно отличается от одномерного 

случая и полностью соответствует редуцированной модели. 

Достоверность полученных результатов подтверждена численными расчетами в среде 

MATLAB с использованием физических параметров воды при 20 °C, которые полностью 

воспроизводят аналитические зависимости. Представленные графические материалы 

наглядно иллюстрируют структуру течений и влияние вязкости на эволюцию возмущений. 

Практическая значимость работы определяется возможностью использования постро-

енных точных решений в качестве тестовых примеров для верификации численных ме-

тодов и вычислительных алгоритмов, применяемых при моделировании трехмерных 

течений со сложной кинематикой. 
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Дальнейшее развитие исследования может быть направлено на учет переменного коэф-

фициента k(z,t) в соотношении (7), что позволит описать более широкий класс течений, а 

также на включение эффектов стратификации или неоднородной проницаемости границ. 
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