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Аннотация. Актуальность разработки точной математической модели для манипуляторов данного 

типа обусловлена растущими требованиями к точности, скорости и автономности робототехнических 

систем.  

Цель исследования – разработка целостной математической модели шестизвенного робота-

манипулятора, включающей кинематическое и динамическое описание, а также модель его 

механического захвата. 

Методы исследования. В работе использован интегрированный подход, сочетающий классические 

методы робототехники с учетом особенностей силового захвата для решения задач контактного 

взаимодействия. Также использованы методы Денавита–Хартенберга, уравнения Лагранжа–

Эйлера и полигональное представление. 

Результаты. В статье представлен подход к разработке комплексной математической модели 

шестизвенного робота-манипулятора, оснащенного механическим захватом. Предложен единый 

формализм для моделирования, управления и анализа манипулятора. Модель включает в себя 

кинематическое, динамическое и геометрическое описание, необходимое для решения задач точного 

позиционирования и силового взаимодействия с объектами манипулирования. Проведенное численное 

моделирование в среде MATLAB/Simulink подтверждает корректность модели и демонстрирует 

ее применимость для синтеза траекторий и систем управления. 

Заключение. Разработанная модель является универсальным инструментом и может быть 

адаптирована для конкретных промышленных манипуляторов путем корректировки параметров 

D-H и инерционных характеристик, что открывает широкие возможности для ее практического 

применения в робототехнике. 
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Abstract. The need to develop an accurate mathematical model for this type of manipulator is driven 

by increasing demands on the precision, speed, and autonomy of robotic systems. 

Aim. This study is to develop a comprehensive mathematical model of a six-link robotic manipulator, 

including a kinematic and dynamic description, as well as a model of its mechanical gripper. 

Research methods. This study utilizes an integrated approach combining classical robotics methods 

with consideration of the specific features of a force gripper to solve contact interaction problems. The 

Denavit-Hartenberg methods, the Lagrange-Euler equations, and a polygonal representation are also used. 

Results. This article presents an approach to developing a comprehensive mathematical model of a 

six-link robotic manipulator equipped with a mechanical gripper. A unified formalism for modeling, 

control, and analysis of the manipulator is proposed. The model includes a kinematic, dynamic, and 

geometric description necessary for solving problems of precise positioning and force interaction with 

manipulated objects. Numerical simulations conducted in MATLAB/Simulink confirm the model's 

validity and demonstrate its applicability for trajectory and control system synthesis. 

Conclusion. The developed model is a universal tool and can be adapted to specific industrial 

manipulators by adjusting the D-H parameters and inertial characteristics, opening up broad possibilities 

for its practical application in robotics. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Шестизвенные манипуляторы, обладающие шестью степенями подвижности, являются 

наиболее распространенным классом промышленных роботов. Такая конструкция, часто 

называемая «универсальной», обеспечивает необходимую пространственную гибкость для 

произвольного позиционирования и ориентации рабочего органа в рабочей зоне, что делает 

их незаменимыми в задачах сборки, сварки, палетизации и обработки материалов. 

Актуальность разработки точной математической модели для манипуляторов данного 

типа обусловлена растущими требованиями к точности, скорости и автономности робото-

технических систем. Модель служит основой для: 

1) синтеза алгоритмов управления; 

2) отработки и оптимизации траекторий в виртуальной среде; 

3) прогнозирования силового взаимодействия с объектами и окружающей средой; 

4) проведения анализа устойчивости и производительности системы. 
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Целью данной работы является разработка целостной математической модели ше-

стизвенного робота-манипулятора, включающей кинематическое и динамическое описа-

ние, а также модель его механического захвата.  

Научная новизна заключается в интегрированном подходе, сочетающем классические 

методы робототехники с учетом особенностей силового захвата для решения задач кон-

тактного взаимодействия. 

 

ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩИХ ПОДХОДОВ 
 

При разработке математических моделей промышленных манипуляторов в современ-

ной литературе выделяют несколько основных подходов: 

• Классический подход, основанный на методе Денавита–Хартенберга и уравнениях 

Лагранжа–Эйлера, обеспечивает высокую точность и физическую интерпретируемость, 

однако требует сложных вычислений для анализа рабочего пространства [1, 2]. 

• Геометрические и алгоритмические методы (например, метод Пайпера) эффективны 

для решения обратных кинематических задач, но зачастую не учитывают динамику и си-

ловое взаимодействие [3]. 

• Современные подходы активно используют полигональное моделирование и аппарат 

компьютерной геометрии для анализа коллизий и доступных зон [4, 5], однако редко инте-

грируются с динамическими моделями в едином формализме. 

Представленный в данной работе интегрированный подход объединяет преимущества 

перечисленных методов. В отличие от работ [1, 2] наша модель дополнена детальной геомет-

рической аппроксимацией звеньев и анализом рабочего пространства методом Монте-Карло, 

что позволяет планировать траектории с учетом коллизий. В отличие от подходов [3, 4] мы 

в явном виде рассматриваем динамику системы и силовое взаимодействие через модель 

механического захвата на основе условий трения Кулона, что критически важно для задач 

захвата и манипулирования. Таким образом, предлагаемая модель является более ком-

плексной и практико-ориентированной, поскольку охватывает весь цикл от кинематиче-

ского описания до анализа силового взаимодействия в единой вычислительной среде 

(MATLAB/Simulink)». 

 

ОБЩАЯ СТРУКТУРА СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
 

Предлагаемая математическая модель является ядром системы управления, общая 

структура которой представлена на рисунке 1. Система работает по замкнутому контуру. 

На основе задания целевой траектории для рабочего органа (схвата) планировщик тра-

ектории формирует плавный закон движения. Блок обратной кинематики (ОЗК) пре-

образует это задание в требуемые углы в сочленениях q. Для компенсации динамических 

эффектов (инерции, сил Кориолиса, гравитации) используется динамический компен-

сатор, реализующий вычисление управляющих моментов τ по уравнениям Лагранжа–

Эйлера. Эти моменты поступают на приводы (сервомоторы), которые приводят в дви-

жение физическую систему манипулятора и захвата. Обратная связь обеспечивается 

датчиками (энкодерами, тензодатчиками), сигналы которых фильтруются и обрабаты-

ваются. Блок прямой кинематики (ПЗК) по измеренным углам q вычисляет текущее 

положение и ориентацию схвата T, замыкая контур управления. Таким образом, разра-

ботанная модель охватывает ключевые блоки этой схемы: кинематику (ПЗК/ОЗК), дина-

мику (компенсатор) и взаимодействие через захват. 
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Рис. 1. Блок-схема системы управления манипулятором 
 

Fig. 1. Block diagram of the manipulator control system 

 
КИНЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МАНИПУЛЯТОРА 

 

Кинематическая модель манипулятора описывает геометрию и движение манипулятора 

без учета сил, его вызывающих. Для шестизвенного манипулятора с вращательными со-

членениями (рис. 2) решаются две основные задачи [13, 14, 15]. 

Прямая задача кинематики (ПЗК) определяет положение и ориентацию схвата (X, Y, Z, 

Roll, Pitch, Yaw) по известным углам в сочленениях (θ₁...θ₆). Стандартным методом реше-

ния является использование алгоритма Денавита–Хартенберга (D-H). Для каждого звена 

i определяются четыре параметра: 

a_i – длина звена (расстояние вдоль оси x_i от z_{i-1} до z_i); 

α_i – угол скручивания звена (угол вокруг оси x_i от z_{i-1} до z_i); 
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d_i – смещение (расстояние вдоль оси z_{i-1} от x_{i-1} до x_i); 

θ_i – угол вращения (угол вокруг оси z_{i-1} от x_{i-1} до x_i). 
 

 
 

Рис. 2. Шестизвенный манипулятор с вращательными сочленениями 
 

Fig. 2. Six-link manipulator with rotary joints 

 

Матрица однородного преобразования i ⁻¹T_i, описывающая переход от системы коорди-

нат (i-1) к системе i, имеет вид: 
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Результирующее положение схвата относительно базовой системы координат определя-

ется произведением матриц: 
 

6
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0 *****__ TTTTTTtoolbaseT = . 
 

Обратная задача кинематики (ОЗК) является более сложной и находит набор углов в 

сочленениях (θ₁...θ₆) для достижения заданного положения и ориентации схвата. Для ше-

стизвенных манипуляторов с пересекающимися осями 4-го, 5-го и 6-го сочленений (сфе-

рическое запястье) часто применяют геометрико-алгебраические методы, такие как метод 

Пайпера. Решение может иметь до 8 различных кинематических конфигураций, однако не-

которые из них могут быть недоступны из-за сингулярностей, возникающих при вырожде-

нии матрицы Якоби [10], выбор оптимальной из них осуществляется на основе минимиза-

ции пути, обхода препятствий или энергозатрат [11, 12]. 
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ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МАНИПУЛЯТОРА 
 

Динамическая модель описывает взаимосвязь между движением манипулятора и си-

лами/моментами, вызывающими это движение. Она необходима для проектирования си-

стем управления, учитывающих инерционные, кориолисовые и гравитационные силы. 

Уравнения динамики могут быть получены с использованием формализма Лагранжа–

Эйлера, что приводит к компактной матричной форме: 
 

)()(),()(
.

qFqGqqqCqqM +++=


 , 

где: 
  – вектор обобщенных моментов в сочленениях (размерности 6 x 1); 

q , 


q , 


q  – векторы обобщенных координат (углов), скоростей и ускорений; 

)(qM  – симметричная, положительно определенная матрица инерции манипулятора (6 x 6); 

),(
.

qqC  – матрица, учитывающая кориолисовы и центробежные силы (6 x 6); 

)(qG  – вектор гравитационных моментов (6 x 1); 

)(
.

qF  – вектор моментов сил трения (вязкого и сухого). 

Расчет коэффициентов этих матриц основан на знаниях о массах, центрах масс и тензо-

рах инерции каждого звена, что делает этап параметрической идентификации критически 

важным для точности модели. 

 

МОДЕЛЬ МЕХАНИЧЕСКОГО ЗАХВАТА 
 

Механический захват (схват) является конечным элементом манипулятора, обеспечива-

ющим силовое взаимодействие с объектом. Его модель включает кинематику и силовое 

замыкание [8, 9]. 

Для двухпальцевого захвата прямого действия кинематику можно описать одной обоб-

щенной координатой g (расстояние между губками). Преобразование от системы коорди-

нат схвата (звено 6) до точек контакта на губках описывается простой матрицей смещения. 

Ключевым является условие статического равновесия удерживаемого объекта. Для 

надежного удержания без проскальзывания необходимо обеспечить силовое замыкание. 

Для точечного контакта с трением (модель Кулона) это сводится к проверке условия: 
 

nFtF _*_  , 
 

где F_t и F_n – тангенциальная и нормальная составляющие силы реакции в контакте,   – 

коэффициент трения. Модель позволяет рассчитать требуемое усилие сжатия губок (τ_g) для 

удержания объекта массой m под действием ускорений, вызванных движением манипулятора: 
 

)2/()_(_  gamg = , 
 

где a_g – результирующее ускорение объекта в точке захвата, рассчитанное на основе ди-

намической модели манипулятора. 

  

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И РАБОЧЕЕ ПРОСТРАНСТВО 
 

Для анализа доступности точек и планирования траекторий без коллизий строится геомет-

рическая модель манипулятора в виде совокупности простых тел (цилиндров, параллелепипе-

дов). Рабочее пространство – множество всех точек, достижимых центром схвата [6, 7]. 
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Рабочее пространство шестизвенного манипулятора представляет собой сложную объ-

емную фигуру, которую можно аппроксимировать как сферическую оболочку с внутрен-

ней полостью (мертвой зоной у основания). Его границы определяются длинами звеньев и 

ограничениями углов в сочленениях. Анализ проводится либо аналитически (для упрощен-

ных конфигураций), либо численно – путем случайной выборки конфигураций и построе-

ния облака точек методом Монте-Карло (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3. Построение облака точек методом Монте-Карло 
 

Fig. 3. Point cloud simulation using the Monte-Carlo Method 

 
ВЕРИФИКАЦИЯ МОДЕЛИ В MATLAB/SIMULINK 

 

Для верификации разработанной математической модели было проведено численное 

моделирование в среде MATLAB/Simulink с использованием Robotics Toolbox. Имити-

ровалось движение манипулятора по типовой траектории «поднять-переместить-опу-

стить» с объектом в захвате (рис. 4 – 14). 
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Рис. 4. Движение манипулятора по типовой траектории  

«поднять-переместить-опустить» с объектом в захвате 
 

Fig. 4. Movement of the manipulator along a typical  

“lift-move-lower” trajectory with an object in its grip 

 

 
 

Рис. 5. Анимация движения промышленного робота-манипулятора 
 

Fig. 5. Industrial manipulator movement animation  
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Рис. 6. Углы в кинематических сочленениях  /  Fig. 6. Angles in kinematic joints 

 

 
 

Рис. 7. Скорости вращения сочленений  /  Fig. 7. Joint rotation speeds 

 

 
 

Рис. 8. Ускорения сочленений  /  Fig. 8. Joint accelerations 
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Рис. 9. Моменты в приводных сочленениях  /  Fig. 9. Moments in drive joints 

 

 
 

Рис. 10. Мгновенная мощность приводов  /  Fig. 10. Instantaneous power of drives 

 

 
 

Рис. 11. Динамика усилия механического захвата  /  Fig. 11. Dynamics of mechanical gripping force 
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Рис. 12. Положение схвата (базовые степени подвижности) 
 

Fig. 12. Grip position (basic degrees of mobility) 
 

 
 

Рис. 13. Ориентация схвата (запястье манипулятора) 
 

Fig. 13. Orientation of the gripper (manipulator wrist) 
 

 
 

Рис. 14. Фазовый портрет: сочленение 1 (пояс вращения) 
 

Fig. 14. Phase portrait: joint 1 (rotation belt) 
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АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 
 

В результате исследования получены: 

1. Кинематика. Графики углов в сочленениях при решении ОЗК для заданной траекто-

рии схвата показали плавность и отсутствие сингулярностей. 

2. Динамика. Расчет требуемых моментов в приводах выявил пиковые нагрузки при 

разгоне и торможении, что критично для выбора исполнительных устройств. 

3. Рабочее пространство. Построенная 3D-модель и облако точек подтвердили ожида-

емую геометрию рабочей зоны и позволили визуализировать мертвые зоны. 

4. Захват. Модель захвата позволила определить минимальное необходимое усилие 

сжатия для удержания объекта на всех этапах движения. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В работе успешно разработана комплексная математическая модель промышленного 

шестизвенного робота-манипулятора с механическим захватом. Модель интегрирует кине-

матику, динамику и геометрию, образуя основу для проектирования систем точного управ-

ления, планирования траекторий и анализа производительности. 

Основные научные и практические результаты: 

1. Получены замкнутые аналитические выражения для решения прямой и обратной задач 

кинематики. 

2. Сформированы параметрические матрицы динамических уравнений движения в форме 

Лагранжа–Эйлера. 

3. Разработана модель силового взаимодействия двухпальцевого захвата с объектом ма-

нипулирования. 

4. Создан программный инструмент в MATLAB для численного анализа и визуализации 

рабочего пространства. 

Разработанная модель является универсальным инструментом и может быть адаптиро-

вана для конкретных промышленных манипуляторов путем корректировки параметров  

D-H и инерционных характеристик, что открывает широкие возможности для ее практиче-

ского применения в робототехнике. 
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