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system of first-order nonlinear hyperbolic equations, necessary conditions of first- and second-order 

optimality are obtained, which are, respectively, stochastic analogs of the Euler equation and optimality 

conditions for the classical extremal. Methods. In obtaining the results, theories of optimal control and 

calculus of variations were used, taking into account the stochastic properties of the problem under 

consideration. Similar control problems arise in the optimization of a number of chemical-technological 

processes under the influence of random effects. 
 

Keywords: Rosser-type stochastic system, Wiener random process, optimality, analogue of Euler 

equation, second-order optimality conditions 

 
Submitted  27.03.2025,                    approved after reviewing  28.04.2025,                  accepted for publication  07.05.2025 

 
For citation. Mastaliyev R.O. First and second order necessary optimality conditions for a continuous stochastic 

control problem of Rosser type. News of the Kabardino-Balkarian Scientific Center of RAS. 2025. Vol. 27. No. 3. 

Pp. 11–28. DOI: 10.35330/1991-6639-2025-27-3-11-28 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 

Вопросам, связанным с получением необходимых условий оптимальности первого и 

второго порядка, в том числе в терминах первой и второй вариации минимизируемого 

функционала качества для задач оптимального управления для детерминированных дина-

мических систем, описываемых гиперболическими уравнениями первого порядка, посвя-

щено достаточное количество работ [1–3 и др.].       

Подобная задача оптимального управления в стохастическом случае рассмотрена в ра-

ботах [4, 5], и при этом установлены необходимые условия оптимальности первого порядка 

(аналог принципа максимума Понтрягина, линеаризованный принцип максимума, аналог 

уравнения Эйлера [6, 7]).  

Актуальность исследований в этом направлении обусловливается необходимостью 

наиболее точного описания, например, систем автоматического управления, ряда химико-

технологических процессов [8, 9], реалистичным вариантом которого является стохастиче-

ское описание, учитывающее воздействие на объект управления случайных шумов. 

Цель исследования – изучение особого, в классическом смысле, случая и вывод необ-

ходимых условий оптимальности второго порядка в терминах второй вариации минимизи-

руемого функционала в стохастической задаче управления, описываемой системой стоха-

стических нелинейных гиперболических уравнений первого порядка, записанной в кано-

нической форме.  

 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Допустим, что управляемый процесс в заданной области 𝐷 = [𝑡0, 𝑡1] × [𝑥0, 𝑥1] описыва-

ется следующей системой стохастических нелинейных дифференциальных уравнений типа 

Россера:  
 

𝜕𝑧(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢) + 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑧)

𝜕𝑊1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
, 

 

 
𝜕𝑦(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
= 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢) + 𝑞(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝑊2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷                        (1)  

 

с краевыми условиями типа Гурса: 
 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 𝑦(𝑡, 𝑥0) = 𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1].                           (2) 
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Здесь (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) − (𝑛 + 𝑚)-мерная искомая вектор-функция; 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢)(𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢)) − 

заданная 𝑛(𝑚)-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе 

с частными производными (𝑧, 𝑦)  до второго порядка, при этом также предполагается, что 

существуют непрерывные производные 𝑓𝑧𝑢, 𝑓𝑦𝑢, 𝑓𝑢𝑢, 𝑔𝑧𝑢, 𝑔𝑦𝑢, 𝑔𝑢𝑢;  𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑧)(𝑞(𝑡, 𝑥, 𝑦)) − 

(𝑛 × 𝑛) ((𝑚 × 𝑚))-мерная непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 

производными по 𝑧(𝑦) матричная функция; белые шумы 
𝜕𝑊1(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
,

𝜕𝑊2(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
  являются  произ-

водными соответственно по 𝑡 и 𝑥 от двухпараметрического винеровского процесса 𝑊1(𝑡, 𝑥), 
𝑊2(𝑡, 𝑥) [10, 11], а 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑡) − заданные измеримые и ограниченные на [𝑥0, 𝑥1], [𝑡0, 𝑡1] со-

ответственно вектор-функции соответствующих размерностей.  

В качестве допустимых управлений берутся функции из класса  измеримых относи-

тельно неубывающей борелевской 𝜎 − алгебры ℱ = 𝜎(𝑊(𝜏, 𝑠), 𝑡0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡, 𝑥0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥) и 

ограниченных на 𝐷  𝑟-мерных вектор-функций 𝑢(𝑡, 𝑥) со значениями из заданного непу-

стого, ограниченного и открытого множества 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟(𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝐷, 𝑈)). 

Решение системы (1)–(2), соответствующее определенному допустимому управлению 

𝑢(𝑡, 𝑥), понимается в смысле [12]. 

Всюду предполагается, что каждому допустимому управлению соответствующее реше-

ние системы (1)–(2) существует и единственно в 𝐷. 
Рассмотрим задачу о минимуме функционала  
 

𝑆(𝑢) = 𝐸 { ∫ ∫ 𝐹3

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

 

 + ∫ 𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))𝑑𝑥 + ∫ 𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡  

𝑡1

𝑡0

},                                  (3)

𝑥1

𝑥0

 

 

определенного на решениях краевой задачи (1)–(2), порожденных всевозможными допу-

стимыми управлениями. 

Здесь 𝐹1(𝑥, 𝑧), 𝐹2(𝑡, 𝑦), 𝐹3(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢) − заданные скалярные функции, непрерывные по 

совокупности переменных вместе с частными производными по вектору состояния до вто-

рого порядка, и существуют непрерывные производные 
𝜕2𝐹3

𝜕𝑧𝜕𝑢
 ,

𝜕2𝐹3

𝜕𝑦𝜕𝑢
.  𝐸 − знак математиче-

ского ожидания. 

Нашей целью является вывод стохастического аналога уравнения Эйлера и необходи-

мых условий оптимальности второго порядка для классической экстремали [6, 7] в рас-

сматриваемой стохастической задаче управления с распределенными параметрами (1)–(3). 

 

2. ФОРМУЛА ПРИРАЩЕНИЯ В ТЕРМИНАХ ВАРИАЦИИ КРИТЕРИЯ КАЧЕСТВА  
 

Пусть (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) − фиксированный, а (�̅�(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧̅(𝑡, 𝑥) =

𝑧(𝑡, 𝑥) + ∆𝑧(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥) = 𝑦(𝑡, 𝑥) + ∆𝑦(𝑡, 𝑥)) − произвольный допустимые процессы. 

Введем аналог функции Гамильтона – Понтрягина  
 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢, 𝜓, 𝜆) = −𝐹3(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢) + 𝜓′𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢) + 𝜆′𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢) 
 

и обозначения типа 
 

∆𝑣𝑓[𝑡, 𝑥] = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑣) − 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥)), 
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𝐻𝑧[𝑡, 𝑥] = 𝐻𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥), 𝜆(𝑡, 𝑥)). 
 

Здесь(𝜓(𝑡, 𝑥), 𝜆(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑡, 𝑥), 𝛽(𝑡, 𝑥)) ∈ 𝐿∞(𝐷, 𝑅𝑛) × 𝐿∞(𝐷, 𝑅𝑚) × 𝐿∞(𝐷, 𝑅𝑛×𝑛) ×

𝐿∞(𝐷, 𝑅𝑚×𝑚) являются решениями следующей стохастической сопряженной задачи: 
 

𝜓𝑡(𝑡, 𝑥) = −
𝜕𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢, 𝜓, 𝜆)

𝜕𝑧
+ 𝛼(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑊(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
, 𝜓(𝑡1, 𝑥) =

𝜕𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧
, 

 

𝜆𝑥(𝑡, 𝑥) = −
𝜕𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢, 𝜓, 𝜆)

𝜕𝑦
+ 𝛽(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑊(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
, 𝜆(𝑡, 𝑥1) =

𝜕𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦
. 

 

Применив формулу Тейлора к выражениям 𝐹1(𝑥, 𝑧̅(𝑡1, 𝑥)) − 𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥)), 

𝐹2(𝑡, �̅�(𝑡, 𝑥1)) − 𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1)),  𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧̅, �̅�, �̅�, 𝜓, 𝜆) − 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢, 𝜓, 𝜆)   и учитывая вве-

денные обозначения, получаем    
 

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(�̅�(𝑡, 𝑥)) − 𝑆(𝑢(𝑡, 𝑥)) =  𝐸 {− ∫ ∫ 𝐻𝑢
′ [𝑡, 𝑥]∆𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

 

+
1

2
∫ ∆𝑧′(𝑡1, 𝑥)

𝜕2𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
∆𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 + 

 

+
1

2
∫ ∆𝑦′(𝑡, 𝑥1)

𝜕2𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦2
∆𝑦(𝑡, 𝑥1)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 −
1

2
∫ ∫ Δ𝑧(𝑡, 𝑥)𝐻𝑧𝑧[𝑡, 𝑥]Δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

−
1

2
∫ ∫ Δ𝑧′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑧𝑦[𝑡, 𝑥]Δ𝑦(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

−
1

2
∫ ∫ Δ𝑦′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑦𝑧[𝑡, 𝑥]Δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

−
1

2
∫ ∫ Δ𝑦′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑦𝑦[𝑡, 𝑥]Δ𝑦(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

− ∫ ∫ Δ𝑢′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑢𝑧[𝑡, 𝑥]Δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

− ∫ ∫ Δ𝑢′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑢𝑦[𝑡, 𝑥]Δ𝑦(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡} + 𝜂1(𝑡, 𝑥; ∆𝑢),                        (4) 

 

где по определению  
 

𝜂1(𝑡, 𝑥; ∆𝑢) = 𝐸 { ∫ 𝑜1(‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖2)𝑑𝑥 + ∫ 𝑜2(‖∆𝑦(𝑡, 𝑥1)‖2)𝑑𝑡 −

𝑡1

𝑡0

𝑥1

𝑥0
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− ∫ ∫ 𝑜3(⟦‖Δ𝑧(𝑡, 𝑥)‖ + ‖Δy(𝑡, 𝑥)‖ + ‖Δ𝑢(𝑡, 𝑥)‖⟧2)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

},                      (5) 

 

где ‖∆𝑧‖ – норма вектора ∆𝑧 = (∆𝑧1, ∆𝑧2, … , ∆𝑧𝑛), определяемая формулой ‖∆𝑧‖ =

∑ |∆𝑧𝑖|,
𝑛
𝑖=1  а всюду  

𝑜𝑖(∝2)

𝛼2 → 0 при ∝→ 0. 

 Теперь покажем, что почти для всех (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 справедливы следующие оценки: 
 

 ‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐾1𝐸 ( ∫‖Δ𝑢(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ ∫ ∫‖Δ𝑢(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

),                   (6) 

 

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐾2𝐸 ( ∫‖Δ𝑢(𝑡, 𝑠)‖𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ ∫ ∫‖Δ𝑢(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

),                   (7) 

 

где 𝐾𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 1,2. 
Сначала заметим, что из системы уравнений (1) с учетом (2) получим 
 

 ∆𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫[𝑓(𝜏, 𝑥, 𝑧̅, �̅�, �̅�) − 𝑓(𝜏, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑢)]

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 + 

 

+ ∫[𝑝(𝜏, 𝑥, 𝑧̅)

𝑡

𝑡0

− 𝑝(𝜏, 𝑥, 𝑧)]
𝜕W1(𝜏, 𝑥)

𝜕𝜏
𝑑𝜏, 

 

∆𝑦(𝑡, 𝑥) = ∫[𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑧̅, �̅�, �̅�) − 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑧, 𝑦, 𝑢)]

𝑥

𝑥0

𝑑𝑠 + 

 

+ ∫[𝑞(𝑡, 𝑠, 𝑧̅)

𝑥

𝑥0

− 𝑞(𝑡, 𝑠, 𝑧)]
𝜕W2(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠. 

 

Отсюда, переходя к норме и используя условие Липшица, а также принимая от обеих 

частей полученных неравенств математические ожидания, делаем вывод: 
 

 𝐸‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐸 { ∫‖Δ𝑢(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 + 𝐿1 ∫(‖∆𝑧(𝜏, 𝑥)‖ + ‖∆𝑦(𝜏, 𝑥)‖)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

}, 

 

𝐸‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤  𝐸 { ∫‖Δ𝑢(𝑡, 𝑠)‖

𝑥

𝑥0

𝑑𝑠 + 𝐿2 ∫(‖∆𝑧(𝑡, 𝑠)‖ + ‖∆𝑦(𝑡, 𝑠)‖)𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

}. 

 

Применяя к последним двум неравенствам известную лемму Гронуолла – Вендроффа 

[13], имеем 
 

 𝐸‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐸 { ∫‖Δ𝑢(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 + 𝐿3 ∫‖∆𝑦(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

},   
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 𝐸‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐸 { ∫‖Δ𝑢(𝑡, 𝑠)‖

𝑥

𝑥0

𝑑𝑠 + 𝐿4 ∫‖∆𝑧(𝑡, 𝑠)‖𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

},  

 

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅ , и, наконец, усиливая последние неравенства друг другом и 

снова применяя лемму Гронуолла – Вендроффа, получаем справедливость оценки (6) для 
‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖ и оценку (7) для ‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖, что и следовало доказать. 

 Специальное приращение допустимого управления 𝑢(𝑡, 𝑥) определим по формуле 
 

Δ𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝜀𝛿𝑢(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷.                                                  (8) 
 

Здесь  𝜀 − достаточно  малое  по  абсолютной  величине  число,  а  𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝐷, 𝑈) − 

произвольная измеримая и ограниченная в 𝐷  𝑟-мерная вектор-функция (вариация 

управления). 

Здесь мы воспользовались тем фактором, что область управления 𝑈 − открытое множество. 

Через (∆𝑧𝜀(𝑡, 𝑥),  ∆𝑦𝜀(𝑡, 𝑥)) обозначим специальное приращение системы (1)–(2), соот-

ветствующее специальному приращению (8) управления. 

Используя оценки (6), (7) и формулу (8) по схеме, аналогичной из [14, 15], получаем 

справедливость разложений 
 

Δ𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝜀𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝑜(𝜀; 𝑡, 𝑥),  
 

Δ𝑦𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝜀𝛿𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝑜(𝜀; 𝑡, 𝑥).                                                  (9)  
 

Здесь (𝛿𝑧(𝑡, 𝑥), 𝛿𝑦(𝑡, 𝑥)) −  вариация вектора состояния, являющаяся решением стоха-

стического уравнения в вариациях  
 

(𝛿𝑧)𝑡 = 𝑓𝑧[𝑡, 𝑥]𝛿𝑧 + 𝑓𝑦[𝑡, 𝑥]𝛿𝑦 + 𝑓𝑢[𝑡, 𝑥]𝛿𝑢 + 𝑝𝑧[𝑡, 𝑥]𝛿𝑧
𝜕𝑊1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
, 

 

(𝛿𝑦)𝑥 = 𝑔𝑧[𝑡, 𝑥]𝛿𝑧 + 𝑔𝑦[𝑡, 𝑥]𝛿𝑦 + 𝑔𝑢[𝑡, 𝑥]𝛿𝑢 + 𝑞𝑦[𝑡, 𝑥]𝛿𝑦
𝜕𝑊2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
,           (10) 

 

с нулевой граничной условий  
 

𝛿𝑧(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], , 𝛿𝑦(𝑡, 𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1].                        (11) 
 

Теперь, принимая во внимание (5), (8), (9), из (4) убеждаемся, что первая (𝛿1𝑆(𝑢; 𝛿𝑢)) и 

вторая (𝛿2𝑆(𝑢; 𝛿𝑢)) вариации функционала 𝑆(𝑢) (в классическом смысле) определяются 

соответственно формулами: 
 

𝛿1𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = −𝐸 ∫ ∫ 𝐻𝑢
′ [𝑡, 𝑥]𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

,   

 

𝛿2𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = 𝐸 { ∫ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)
𝜕2𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥

+ ∫ 𝛿𝑦′(𝑡, 𝑥1)
𝜕2𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑡, 𝑥1)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 − 

 

− ∫ ∫ [δ𝑧′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑧𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ δ𝑧′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑧𝑦[𝑡, 𝑥]δ𝑦(𝑡, 𝑥) + 
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+δ𝑦′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑦𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥) + δ𝑦′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑦𝑦[𝑡, 𝑥]δ𝑦(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 
 

−2 ∫ ∫ δ𝑢′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑢𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ δ𝑢′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑢𝑦[𝑡, 𝑥]δ𝑦(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡}.   

 

Заметим, что последние две формулы будут иметь важное значение для дальнейшего 

исследования. 

 

3. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

Как известно (см., напр., [16]), вдоль оптимального процесса (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) 

первая вариация (в классическом смысле) функционала (3) должна равняться нулю, а вто-

рая вариация должна быть неотрицательной: 
 

𝛿1𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = −𝐸 ∫ ∫ 𝐻𝑢
′ [𝑡, 𝑥]𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

= 0,                               (12) 

 

𝛿2𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = 𝐸 { ∫ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)
𝜕2𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥  + 

 

+ ∫ 𝛿𝑦′(𝑡, 𝑥1)
𝜕2𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑡, 𝑥1)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 −                               (13) 

 

− ∫ ∫ [δ𝑧′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑧𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ δ𝑧′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑧𝑦[𝑡, 𝑥]δ𝑦(𝑡, 𝑥) + 

 

+δ𝑦′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑦𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥) + δ𝑦′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑦𝑦[𝑡, 𝑥]δ𝑦(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 
 

−2 ∫ ∫ δ𝑢′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑢𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ δ𝑢′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑢𝑦[𝑡, 𝑥]δ𝑦(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡} ≥ 0.  

 

Из тождества (12), в силу произвольности 𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝐷, 𝑅𝑟),  следует аналог уравне-

ния Эйлера для рассматриваемой задачи (1)–(3). 

Сформулируем полученный результат. 

 Теорема 1 (аналог уравнения Эйлера [6]). Для оптимальности допустимого управления 

𝑢(𝑡, 𝑥) необходимо, чтобы соотношение 
 

𝐸𝐻𝑢(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑦(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉), 𝜉(𝜃, 𝜉)) = 0                             (14) 
 

выполнялось для всех (𝜃, 𝜇) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1). 

Здесь и в дальнейшем (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) − произвольная точка Лебега (правиль-

ная точка [1, 2]) управления 𝑢(𝑡, 𝑥).  
Поскольку условие (14) является необходимым условием оптимальности первого по-

рядка в рассматриваемой стохастической задаче оптимального управления, оно несет огра-

ниченную информацию об управлении, подозрительном на оптимальность. Чтобы устра-

нить этот недостаток, надо иметь необходимые условия оптимальности второго порядка 
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несмотря на то, что неравенство (13) в принципе является необходимым условием опти-

мальности второго порядка, но являясь всего лишь неявным необходимым условием опти-

мальности. В свою очередь это диктует получить явные необходимые условия оптималь-

ности второго порядка, явно выраженные непосредственно через параметры стохастиче-

ской задачи (1)–(3). Займемся этим вопросом. 

Интерпретируя уравнения в вариациях (5), (6) как линейные неоднородные стохастические 

уравнения относительно 𝛿𝑧(𝑡, 𝑥), 𝛿𝑦(𝑡, 𝑥),  на основе аналога формулы Коши из [12] получим 
 

 𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = 
 

∫ 𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)𝑓𝑢[𝜏, 𝑥]

𝑡

𝑡0

𝛿𝑢(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏 + ∫ ∫ 𝐴(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏,           (15)

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

 

𝛿𝑦(𝑡, 𝑥) = 
 

= ∫ 𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)𝑔𝑢[𝑡, 𝑠]

𝑥

𝑥0

𝛿𝑢(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 + ∫ ∫ 𝐵(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏,           (16)

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

 

где по определению 
 

𝐴(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) =
𝜕𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
𝑓𝑢[𝜏, 𝑠] +

𝜕𝑉12(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
𝑔𝑢[𝜏, 𝑠], 

 

𝐵(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) =
𝜕𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
𝑓𝑢[𝜏, 𝑠] +

𝜕𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
𝑔𝑢[𝜏, 𝑠]. 

 

Здесь 𝑉𝑖𝑗(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠), (𝑡0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1, 𝑥0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1),  𝑖, 𝑗 = 1,2 − матричные функции, 

являющиеся решениями следующих стохастических задач [12]: 
 

𝜕𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
= −𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑓𝑧[𝜏, 𝑠] − 𝑉12(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑔𝑧[𝜏, 𝑠] − 

 

−𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑝[𝜏, 𝑠]
𝜕𝑊(𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
, 

 

𝜕𝑉12(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
= 𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑓𝑦[𝜏, 𝑠]−𝑉12(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑔𝑦[𝜏, 𝑠] − 

 

−𝑉12(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑞[𝜏, 𝑠]
𝜕𝑊(𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
,   

 

𝜕𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
= −𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑓𝑧[𝜏, 𝑠] − 𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑔𝑧[𝜏, 𝑠] − 

 

−𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑝[𝜏, 𝑠]
𝜕𝑊(𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
, 

 

𝜕𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
= −𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑓𝑧[𝜏, 𝑠] − 𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑔𝑧[𝜏, 𝑠] 

 

−𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑞[𝜏, 𝑠]
𝜕𝑊(𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
, 

 

𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) = 𝐸1, 𝑉12(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) = 0, 𝑡0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡, 𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) = 0, 
 

𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) = 𝐸2,  𝑥0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥, 
 

где 𝐸1, 𝐸2 − единичные матрицы соответствующих размерностей. 
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Для дальнейших изложений введем в рассмотрение (𝑛 × 𝑛)-матричную функцию 

𝑅(𝑥, 𝜏, 𝑠) и (𝑚 × 𝑚)-матричную функцию 𝑄(𝑡, 𝜏, 𝑠) посредством следующих формул: 
 

 𝑅(𝑥, 𝜏, 𝑠) = ∫ 𝑉11
′ (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝑡1

max (𝜏,𝑠)

𝐻𝑧𝑧[𝑡, 𝑥]𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑥)𝑑𝑡 − 

 

−𝑉11
′ (𝑡1, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝜕2𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝑉11(𝑡1, 𝑥; 𝑠, 𝑥), 

 

 𝑄(𝑡, 𝜏, 𝑠) = ∫ 𝑉22
′ (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥)

𝑥1

max (𝜏,𝑠)

𝐻𝑦𝑦[𝑡, 𝑥]𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)𝑑𝑥 − 

 

−𝑉22
′ (𝑡, 𝑥1; 𝑡, 𝜏)

𝜕2𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦2
𝑉22(𝑡, 𝑥1; 𝑡, 𝑠). 

 

Отсюда, следуя работам [1, 2], при помощи представлений (15), (16) решений 𝛿𝑧 и 𝛿𝑦 

вторую вариацию критерия качества (3), определяемую формулой (13), можно преобразо-

вать к виду 
 

𝛿2𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = 𝐸 {− ∫ ∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝜏, 𝑥)𝑓𝑢
′[𝜏, 𝑥]𝑅(𝑥, 𝜏, 𝑠)𝑓𝑢[𝑠, 𝑥]𝛿𝑢(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠𝑑𝑥𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

 

− ∫ ∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝑡, 𝜏)𝑔𝑢
′ [𝑡, 𝜏]

𝑥1

𝑥0

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑄(𝑡, 𝜏, 𝑠)𝑔𝑢[𝑡, 𝑠]𝛿𝑢(𝑡, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠𝑑𝑡 − 

 

−2 ∫ ∫ [∫ 𝛿𝑢′(𝜏, 𝑥)𝐻𝑢𝑧[𝜏, 𝑥]𝑉11(𝜏, 𝑥; 𝑡, 𝑥)𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

]

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑓𝑢[𝑡, 𝑥]𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

  −2 ∫ ∫ [∫ 𝛿𝑢′(𝑡, 𝑠)𝐻𝑢𝑦[𝑡, 𝑠]𝑉22(𝑡, 𝑠; 𝑡, 𝑥)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥

]

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑔𝑢[𝑡, 𝑥]𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

− ∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑢𝑢[𝑡, 𝑥]𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

} + 𝜂2(𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢),                                            (17) 

 

где по определению 
 

𝜂2(𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢) = 
 

𝐸 {− ∫ ∫ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝐻𝑧𝑦[𝑡, 𝑥]𝛿𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝛿𝑦′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑦𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

− ∫ ∫ δ𝑢′(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

(𝐻𝑢𝑧[𝑡, 𝑥]𝜂3(𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢) + 𝐻𝑢𝑦[𝑡, 𝑥]𝜂4(𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢)) 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 
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+ ∫ 𝜂3
′ (𝑡1, 𝑥)

𝜕2𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)𝑑𝑥 +

𝑥1

𝑥0

 

 

+ ∫ 𝜂4
′ (𝑡, 𝑥1)

𝜕2𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑡, 𝑥1)𝑑𝑡 −

𝑡1

𝑡0

 

 

− ∫ ∫ ( ∫ 𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝑡

𝑡0

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑓𝑢[𝜏, 𝑥]𝛿𝑢(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏)

′

𝐻𝑧𝑧[𝑡, 𝑥]𝜂3(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

− ∫ ∫ ( ∫ 𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)𝑔𝑢[𝑡, 𝑠]𝛿𝑢(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

)

′

𝐻𝑦𝑦[𝑡, 𝑥]𝜂4(𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

− ∫ ∫ 𝜂3
′ (𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢)𝐻𝑧𝑧[𝑡, 𝑥]δ𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

 

− ∫ ∫ 𝜂4
′ (𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢)𝐻𝑦𝑦[𝑡, 𝑥]δ𝑦(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

 

+ ∫ ∫ 𝑉11(𝑡1, 𝑥; 𝑡, 𝑥)𝑓𝑢[𝑡, 𝑥]𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐹1(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2

𝑥1

𝑥0

𝜂3(𝑡1, 𝑥; 𝛿𝑢)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

 

+ ∫ ∫ 𝑉22(𝑡, 𝑥1; 𝑡, 𝑠)𝑔𝑢[𝑡, 𝑥]𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐹2(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦2

𝑥1

𝑥0

𝜂4(𝑡, 𝑥1; 𝛿𝑢)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡}. 

 

Здесь по определению  
 

𝜂3(𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢) = ∫ ∫ 𝐴(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏,

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

 

𝜂4(𝑡, 𝑥; 𝛿𝑢) = ∫ ∫ 𝐵(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏.

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

 

Теперь, считая, что 𝑢(𝑡, 𝑥) является оптимальным управлением, его специальную вари-

ацию построим по формуле 
 

 𝛿𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) = {
𝑙1(𝑡), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷𝜀 = [𝑡0, 𝑡1] × [𝜉, 𝜉 + 𝜀),

0,                                 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷\𝐷𝜀 ,       
                            (18) 

 

где 𝜀 > 0 − достаточно малое число, 𝜉 ∈ [𝑥0, 𝑥1), а 𝑙1(𝑡) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑡0, 𝑡1], 𝑅𝑟). 
Обозначим через (𝛿𝑧𝜀(𝑡, 𝑥), 𝛿𝑦𝜀(𝑡, 𝑥)) решение стохастического уравнения в вариациях 

(10)–(11), соответствующее вариации (17) управления 𝑢(𝑡, 𝑥).  
Тогда из представлений (15), (16) следует, что почти для всех (𝑡, 𝑥)  
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𝛿𝑧𝜀(𝑡, 𝑥)~ {
𝜀0, (𝑡, 𝑥) ∈ [𝑡0, 𝑡1] × [𝜉, 𝜉 + 𝜀),

𝜀, (𝑡, 𝑥) ∈ [𝑡0, 𝑡1] × [𝜉 + 𝜀, 𝑥1],
                                          (19) 

 

𝛿𝑦𝜀(𝑡, 𝑥)~𝜀, (𝑡, 𝑥) ∈ [𝑡0, 𝑡1] × [𝜉, 𝑥1].                                             (20) 
 

Принимая во внимание оценки (19), (20) и требование неотрицательности второй вари-

ации функционала (3) на оптимальном управлении, из представления (17) получим  
 

𝛿2𝑆(𝑢; 𝛿𝑢𝜀) = 

−𝐸 { ∫ ∫ 𝑙1
′ (𝜏)𝑓𝑢

′[𝜏, 𝜉]𝑅(𝜉, 𝜏, 𝑠)𝑓𝑢[𝑠, 𝜉]𝑙1(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

+ ∫ 𝑙1
′ (𝑡)𝐻𝑢𝑢[𝑡, 𝜉]𝑙1(𝑡)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 

 

+2 ∫ [∫ 𝑙1
′ (𝜏)𝐻𝑢𝑧[𝜏, 𝜉]𝑉11(𝜏, 𝜉; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

]

𝑡1

𝑡0

𝑓𝑢[𝑡, 𝜉]𝑙1(𝑡)𝑑𝑡} + 𝑜(𝜀) ≥ 0. 

 

Отсюда в силу малости ε > 0 имеет место соотношение  
 

𝐸 { ∫ ∫ 𝑙1
′ (𝜏)𝑓𝑢

′[𝜏, 𝜉]𝑅(𝜉, 𝜏, 𝑠)𝑓𝑢[𝑠, 𝜉]𝑙1(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

+ ∫ 𝑙1
′ (𝑡)𝐻𝑢𝑢[𝑡, 𝜉]𝑙1(𝑡)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 

  

+2 ∫ [∫ 𝑙1
′ (𝜏)𝐻𝑢𝑧[𝜏, 𝜉]𝑉11(𝜏, 𝜉; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

]

𝑡1

𝑡0

𝑓𝑢[𝑡, 𝜉]𝑙1(𝑡)𝑑𝑡} ≤ 0     

 

для всех 𝜉 ∈ [𝑥0, 𝑥1), и 𝑙1(𝑡) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑡0, 𝑡1], 𝑅𝑟). 
Исследуя неравенство (13) с учетом представления (17), на вариации управления вида 
 

 𝛿𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) = {
𝑙2(𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷𝜀 = [𝜃, 𝜃 + 𝜀) × [𝑥0, 𝑥1],

0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷/𝐷𝜀 ,
             

 

где 𝜀 > 0 − достаточно малое число, 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡),  𝑙2(𝑥) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑥0, 𝑥1], 𝑅𝑟), симметричными 

рассуждениями доказывается, что вдоль оптимального процесса (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) 

выполняется неравенство 
 

𝐸 { ∫ ∫ 𝑙2
′ (𝜏)

𝑥1

𝑥0

𝑥1

𝑥0

𝑔𝑢[𝜃, 𝜏]𝑄(𝜃, 𝜏, 𝑠)𝑔𝑢[𝜃, 𝑠]𝑙2(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

 

 

+ ∫ 𝑙2
′ (𝑥)𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝑥}𝑙2(𝑥)𝑑𝑥

𝑥1

𝑥0

+ 

 

+2 ∫ [∫ 𝑙2
′ (𝑠)𝐻𝑢𝑦[𝜃, 𝑠]𝑉22(𝜃, 𝑠; 𝜃, 𝑥)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥

] 𝑓𝑢[𝜃, 𝑥]

𝑥1

𝑥0

𝑙2(𝑥)𝑑𝑥} ≤ 0   

 

для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1), 𝑙2(𝑥) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑥0, 𝑥], 𝑅𝑟).  
Следовательно, доказана 

Теорема 2. Если допустимое управление 𝑢(𝑡, 𝑥) удовлетворяет уравнению Эйлера (14), 

то для оптимальности его в задаче (1)–(3) необходимо, чтобы выполнялись соотношения: 
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𝐸 { ∫ ∫ 𝑙1(𝜏)

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

𝑓𝑢[𝜏, 𝜉]𝑅(𝜉, 𝜏, 𝑠)𝑓𝑢[𝑠, 𝜉]𝑙1(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝑙1(𝑡)𝐻𝑢𝑢[𝑡, 𝜉}𝑙1(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡1

𝑡0

 

 

+2 ∫ [∫ 𝑙1(𝜏)𝐻𝑢𝑧[𝜏, 𝜉]𝑉11(𝜏, 𝜉; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

] 𝑓𝑢[𝑡, 𝜉]

𝑡1

𝑡0

𝑙1(𝑡)𝑑𝑡} ≤ 0           (21) 

 

для всех 𝜉 ∈ [𝑥0, 𝑥1), 𝑙1(𝑡) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑡0, 𝑡1], 𝑅𝑟) и 
 

𝐸 { ∫ ∫ 𝑙2(𝜏)

𝑥1

𝑥0

𝑥1

𝑥0

𝑔𝑢[𝜃, 𝜏]𝑄(𝜃, 𝜏, 𝑠)𝑔𝑢[𝜃, 𝑠]𝑙2(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

 

+ ∫ 𝑙2(𝑥)𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝑥}𝑙2(𝑥)𝑑𝑥 +

𝑥1

𝑥0

 

 

+2 ∫ [∫ 𝑙2(𝑠)𝐻𝑢𝑦[𝜃, 𝑠]𝑉22(𝜃, 𝑠; 𝜃, 𝑥)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥

] 𝑓𝑢[𝜃, 𝑥]

𝑥1

𝑥0

𝑙2(𝑥)𝑑𝑥} ≤ 0              (22) 

 

для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1), 𝑙2(𝑥) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑥0, 𝑥], 𝑅𝑟).  
Заметим, что полученные необходимые условия оптимальности второго порядка сами 

являются источниками получения ряда более простых по структуре и удобных для про-

верки условий оптимальности второго порядка.  

Непосредственным следствием условий теоремы 2 является стохастический аналог 

условия Лежандра – Клебша для рассматриваемой задачи управления (1)–(3): 

Следствие 1 (аналог условия Лежандра – Клебша). Вдоль оптимального процесса 

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) для всех  𝑣 ∈ 𝑅𝑟 , ( 𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) 
 

𝐸𝑣′𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝜉]𝑣 ≤ 0. 
  

Введем обозначения: 
 

𝐿1(𝜃, 𝜉, 𝑙1(𝑡)) = ∫ [𝑉11
′ (𝜏, 𝜉; 𝜃, 𝜉)

𝑡1

𝜃

𝐻𝑧𝑢[𝜏, 𝜉] + 𝑅(𝜉, 𝜃, 𝜏)𝑓𝑢[𝜏, 𝜉]]𝑙1(𝜏)𝑑𝜏,     (23) 

 

𝐿2(𝜃, 𝜉, 𝑙2(𝑥) = ∫ [𝑉22(𝜃, 𝑠; 𝜃, 𝜉)

𝑥1

𝜉

𝐻𝑦𝑢[𝜃, 𝑠] + 𝑄(𝜃, 𝜉, 𝑠)𝑔𝑢[𝜃, 𝑠]]𝑙2(𝑠)𝑑𝑠,    (24) 

 

𝑃1(𝜃, 𝜉, 𝑙1(𝑡)) = ∫ [∫ 𝑙1
′ (𝑠)𝐻𝑢𝑧[𝑠, 𝜉]𝑉11(𝑠, 𝜉; 𝑡, 𝜉)

𝑡1

𝑡

𝑑𝑠]

𝑡1

𝜃

𝑓𝑢[𝑡, 𝜉]𝑙1(𝑡)𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝑙1
′

𝑡1

𝜃

(𝑡)𝑓𝑢[𝑡, 𝜉] [∫ 𝑉11(𝑠, 𝜉; 𝑡, 𝜉)𝐻𝑧𝑢[𝑠, 𝜉]

𝑡1

𝑡

𝑙1(𝑠)𝑑𝑠] 𝑑𝑡 +                 (25) 

 

∫ 𝑙1
′ (𝑡)

𝑡1

𝜃

𝐻𝑢𝑢[𝑡, 𝜉]𝑙1(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ ∫ 𝑙1
′ (𝜏)

𝑡1

𝜃

𝑡1

𝜃

𝑓𝑢[𝜏, 𝜉]𝑅(𝜉, 𝜏, 𝑠)𝑓𝑢[𝑠, 𝜉]𝑙1(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏,   
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𝑃2(𝜃, 𝜉, 𝑙2(𝑥)) = ∫ [∫ 𝑙2 
′ (𝑠)𝐻𝑢𝑦[𝜃, 𝑠]𝑉22(𝜃, 𝑠; 𝜃, 𝑥)

𝑥1

𝑥

𝑑𝑠]

𝑥1

𝜉

𝑔𝑢[𝜃, 𝑥]𝑙2(𝑥)𝑑𝑥 + 

 

+ ∫ 𝑙2

𝑥1

𝜉

(𝑥)𝑔𝑢[𝜃, 𝑥] [∫ 𝑉22(𝜃, 𝑥; 𝜃, 𝑥)𝐻𝑦𝑢[𝜃, 𝑠]

𝑥1

𝑥

𝑙2(𝑠)𝑑𝑠] 𝑑𝑥 +               (26) 

 

+ ∫ 𝑙2
′ (𝑥)

𝑥1

𝜉

𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝑥]𝑙2(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ ∫ 𝑙2(𝜏)

𝑥1

𝜉

𝑥1

𝜉

𝑔𝑢[𝜃, 𝜏]𝑄(𝜃, 𝜏, 𝑠)𝑔𝑢[𝜃, 𝑠]𝑙2(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏.  

  

Полагая соответственно в неравенствах (21) и (22)  
 

𝑙1(𝑡) = {
0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜃),

𝑒1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜃, 𝑡1],
    𝑙2(𝑥) = {

0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝜉),

𝑒1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜉, 𝑥] 
 

 

и учитывая обозначения 𝑃1(𝜃, 𝜉, 𝑙1(𝑡)) и 𝑃2(𝜃, 𝜉, 𝑙2(𝑥)), следует справедливость следую-

щего поточечного необходимого условия оптимальности. 

Теорема 3. Если 𝑢(𝑡, 𝑥) − оптимальное управление в стохастической задаче (1)–(3), то 

вдоль процесса (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) для всех ( 𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) выполняются не-

равенства  
 

𝐸𝑃1(𝜃, 𝜉, 𝑒1(𝑡)) ≤ 0, ∀𝑒1(𝑡) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑡0, 𝑡1], 𝑅𝑟), 
 

𝐸𝑃2(𝜃, 𝜉, 𝑒2(𝑥)) ≤ 0, ∀𝑒2(𝑥) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑥0, 𝑥1], 𝑅𝑟). 
 

Здесь 𝑃1(𝜃, 𝜉, 𝑒1(𝑡)), 𝑃2(𝜃, 𝜉, 𝑒2(𝑥)) определяются соответственно формулами (25), (26). 

Теперь снова принимаем во внимание 𝐿𝑖(𝜃, 𝜉, 𝑙𝑖(. ) и 𝑃𝑖(𝜃, 𝜉, 𝑙𝑖(. )), 𝑖 = 1,2.  

Тогда с учетом матричных функций 𝑅(𝑥, 𝜏, 𝑠), 𝑄(𝑡, 𝜏, 𝑠) с непосредственным дифферен-

цированием получаем, что 𝐿𝑖(𝜃, 𝜉, 𝑙𝑖(. ) и 𝑃𝑖(𝜃, 𝜉, 𝑙𝑖(. )), 𝑖 = 1,2  являются соответственно ре-

шениями следующих стохастических задач: 
 

𝜕𝐿1(𝜃, 𝜉, 𝑙1)

𝜕𝜃
= − (𝑓𝑧[𝜃, 𝜉] + 𝑝[𝜃, 𝜉]

𝜕𝑊1(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜃
)

′

𝐿1(𝜃, 𝜉, 𝑙1)

− (𝐻𝑧𝑢[𝜃, 𝜉] + 𝑅(𝜉, 𝜃, 𝜃)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉])𝑙1(𝜃), 𝐿1(𝑡1, 𝜉, 𝑙1) = 0, 
 

𝜕𝑃1(𝜃, 𝜉, 𝑙1)

𝜕𝜃
= 𝑙1

′ (𝜃)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉]𝐿1(𝜃, 𝜉, 𝑙1) − 𝑙1
′ (𝜃)𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝜉]𝑙1(𝜃) − 

 

−𝐿1(𝜃, 𝜉, 𝑙1)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉]𝑙1(𝜃),   𝑃1(𝑡1, 𝜉, 𝑙1) = 0, 
 

𝜕𝐿2(𝜃, 𝜉, 𝑙2)

𝜕𝜉
= − (𝑔𝑦[𝜃, 𝜉] + 𝑞[𝜃, 𝜉]

𝜕𝑊2(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜉
)

′

𝐿2(𝜃, 𝜉, 𝑙2) − 

 

−(𝐻𝑦𝑢[𝜃, 𝜉] + 𝑄(𝜃, 𝜉, 𝜉)𝑔𝑢[𝜃, 𝜉])𝑙2(𝜉), 𝐿2(𝜃, 𝑥1, 𝑙2) = 0, 
 

𝜕𝑃2(𝜃, 𝜉, 𝑙2)

𝜕𝜉
= 𝑙2

′ (𝜉)𝑔𝑢[𝜃, 𝜉]𝐿2(𝜃, 𝜉, 𝑙2) − 𝑙2
′ (𝜉)𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝜉]𝑙2(𝜉) − 

 

−𝐿2(𝜃, 𝜉, 𝑙2)𝑔𝑢[𝜃, 𝜉]𝑙2(𝜃),   𝑃2(𝜃, 𝑥1, 𝑙2) = 0. 
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 Отсюда следует, что если положить 𝑙1(𝑡) ≡ 𝑤1 ∈ 𝑅𝑟 , 𝑙2(𝑥) ≡ 𝑤2 ∈ 𝑅𝑟 , то  
 

𝐿𝑖(𝜃, 𝜉, 𝑤𝑖) = 𝑍𝑖(𝜃, 𝜉)𝑤𝑖; 𝑃𝑖(𝜃, 𝜉, 𝑤𝑖) = 𝑤𝑖
′𝑀𝑖(𝜃, 𝜉)𝑤𝑖, 𝑖 = 1,2. 

 

Здесь 𝑍𝑖(𝜃, 𝜉), 𝑀𝑖(𝜃, 𝜉) являются соответственно решениями следующих стохастических 

задач: 
 

𝜕𝑍1(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜃
= − (𝑓𝑧[𝜃, 𝜉] + 𝑝[𝜃, 𝜉]

𝜕𝑊1(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜃
)

′

𝑍1(𝜃, 𝜉)

− (𝐻𝑧𝑢[𝜃, 𝜉] + 𝑅(𝜉, 𝜃, 𝜃)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉]), 𝑍1(𝑡1, 𝜉) = 0, 
 

𝜕𝑍2(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜉
= − (𝑔𝑦[𝜃, 𝜉] + 𝑞[𝜃, 𝜉]

𝜕𝑊1(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜉
)

′

𝑍2(𝜃, 𝜉) − 

 

−(𝐻𝑦𝑢[𝜃, 𝜉] + 𝑄(𝜃, 𝜉, 𝜉)𝑔𝑢[𝜃, 𝜉]), 𝑍2(𝜃, 𝑥1) = 0, 
 

𝜕𝑀1(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜃
= 𝑓𝑢[𝜃, 𝜉]𝑍1(𝜃, 𝜉) − 𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝜉] − 𝑍1(𝜃, 𝜉)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉],   𝑀1(𝑡1, 𝜉) = 0, 

 

𝜕𝑀2(𝜃, 𝜉)

𝜕𝜉
= 𝑔𝑢[𝜃, 𝜉]𝑍2(𝜃, 𝜉) − 𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝜉] − 𝑍2(𝜃, 𝜉)𝑔𝑢[𝜃, 𝜉],   𝑀2(𝜃, 𝑥1) = 0. 

 

Следствие 2. При сделанных предположениях для оптимальности допустимого управ-

ления  𝑢(𝑡, 𝑥) в рассматриваемой стохастической задаче управления (1)–(3) необходимо, 

чтобы неравенства 
 

𝐸𝑤1
′𝑀1(𝜃, 𝜉 )𝑤1 ≤ 0, 

 

𝐸𝑤2
′ 𝑀2(𝜃, 𝜉)𝑤2 ≤ 0 

 

выполнялись для всех  𝑤𝑖 ∈  𝑅𝑟 , 𝑖 = 1,2, и ( 𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1). 
Теперь перейдем к изучению случая вырождения условия Лежандра – Клебша. 

Определение [6].  Допустимое управление 𝑢(𝑡, 𝑥) назовем особым, в классическом 

смысле, управлением в стохастической задаче (1)–(3), если для всех ( 𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) ×
[𝑥0, 𝑥1) и 𝑣 ∈  𝑅𝑟 

 

𝐸𝐻𝑢[𝜃, 𝜉] = 0, 𝐸𝑣′𝐻𝑢𝑢[𝜃, 𝜉]𝑣 = 0. 
  

Имеет место 

Теорема 4. Для оптимальности особого, в классическом смысле, управления 𝑢(𝑡, 𝑥) в 

стохастической задаче (1)–(3) необходимо, чтобы выполнялись следующие интегральные 

необходимые условия оптимальности: 
 

𝐸𝑣′ [ ∫ ∫ 𝑓𝑢[𝜏, 𝜃]

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

𝑅(𝜉, 𝜏, 𝑠)𝑓𝑢[𝑠, 𝜉]𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

 

+2 ∫ [∫ 𝐻𝑢𝑧[𝜏, 𝜉]

𝑡1

𝑡

𝑉11(𝜏, 𝜉; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜏] 𝑓𝑢[𝑡, 𝜉]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡] 𝑣 ≤ 0 

 

для всех 𝑣 ∈  𝑅𝑟 , 𝜉 ∈  [𝑥0, 𝑥1), 
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𝐸𝑣′ [ ∫ ∫ 𝑔𝑢[𝜃, 𝜏]

𝑥1

𝑥0

𝑥1

𝑥0

𝑄(𝜃, 𝜏, 𝑠)𝑔𝑢[𝜃, 𝑠]𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

 

+2 ∫ [∫ 𝐻𝑢𝑦[𝜃, 𝑠]

𝑥1

𝑥

𝑉22(𝜃, 𝑠; 𝜃, 𝑥)𝑑𝑠] 𝑔𝑢[𝜃, 𝑥]

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥] 𝑣 ≤ 0 

 

для всех 𝑣 ∈  𝑅𝑟 , 𝜃 ∈  [𝑡0, 𝑡1). 
   Последнее неравенство позволяет нам получить поточечные необходимые условия оп-

тимальности особых, в классическом смысле, управлений.  

 С этой целью для дальнейших изложений ведем следующие обозначения: 
 

𝐶(𝜃, 𝜉, 𝑣) = 𝑣′[𝑓𝑢
′[𝜃, 𝜉]𝑅(𝜉, 𝜃, 𝜃)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉] + 𝐻𝑧𝑢[𝜃, 𝜉]𝑓𝑢[𝜃, 𝜉]]𝑣, 

 

𝐷(𝜃, 𝜉, 𝑣) = 𝑣′[𝑔𝑢
′ [𝜃, 𝜉]𝑄(𝜃, 𝜉, 𝜉)𝑔𝑢[𝜃, 𝜉] + 𝐻𝑦𝑢[𝜃, 𝜉]𝑔𝑢[𝜃, 𝜉]]𝑣. 

  

Имеют место следующие поточечные необходимые условия оптимальности особых, в 

классическом смысле, управлений. 

Теорема 5. Если 𝑢(𝑡, 𝑥) особое, в классическом смысле, оптимальное управление в за-

даче (1)–(3), то для всех ( 𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) выполняются соотношения: 
 

𝐸[𝐶(𝜃, 𝜉, 𝑣) + 2𝐿1
′ (𝜃, 𝜉, 𝑒1)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉]𝑣 + 𝑃1(𝜃, 𝜉, 𝑒1)] ≤0                   (27) 

 

для всех  𝑣 ∈ 𝑅𝑟 , 𝑒1(𝑡) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑡0, 𝑡1], 𝑅𝑟), 
 

𝐸[𝐷(𝜃, 𝜉, 𝑣) + 2𝐿2
′ (𝜃, 𝜉, 𝑒2)𝑔𝑢[𝜃, 𝜉]𝑣 + 𝑃2(𝜃, 𝜉, 𝑒2)] ≤ 0               (28) 

 

для всех  𝑣 ∈ 𝑅𝑟 ,  𝑒2(𝑥) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑥0, 𝑥1], 𝑅𝑟). 
Для доказательства обратимся к соотношению (21) и здесь вариацию  𝑙1(𝑡) положим как 
 

𝑙1(𝑡) = {

0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜃),

𝑣, 𝑡 ∈ [𝜃, 𝜃 + 𝜀),
𝜀𝑒1(𝑡),

 

 

где  𝜀 > 0, 𝑣 ∈ 𝑅𝑟 , 𝑒1(𝑡) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑡0, 𝑡1], 𝑅𝑟).  
 Тогда с учетом обозначений (23)–(26) неравенство (21) принимает вид 
 

𝐸𝜀2[𝐶(𝜃, 𝜉, 𝑣) + 2𝐿1
′ (𝜃, 𝜉, 𝑒1)𝑓𝑢[𝜃, 𝜉]𝑣 + 𝑃1(𝜃, 𝜉, 𝑒1)] + 𝑜(𝜀2) ≤0. 

 

Отсюда, в силу достаточной малости  𝜀 > 0, следует неравенство (27). А в неравенстве (22), 

вариацию  𝑙2(𝑥)  определяя  
 

𝑙2(𝑥) = {

0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝜉),

𝑣, 𝑥 ∈ [𝜉, 𝜉 + 𝜀),

𝜀𝑒2(𝑥),

 

 

где  𝑒2(𝑥) ∈ 𝐾𝐶𝑟([𝑥0, 𝑥1], 𝑅𝑟), симметрическими рассуждениями получаем неравенство 

(28), что и требовалось доказать. 

Следствие 3. Если 𝑢(𝑡, 𝑥) – особое, в классическом смысле, оптимальное управление в 

задаче (1)–(3), то для всех ( 𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) выполняются соотношения: 
 

𝐸𝐶(𝜃, 𝜉, 𝑣) ≤ 0, 
 

𝐸𝐷(𝜃, 𝜉, 𝑣) ≤ 0. 
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Изучается стохастическая задача оптимального управления, описываемая системами не-

линейных стохастических гиперболических уравнений первого порядка в каноническом 

виде. При предположении открытости областей управления установлены необходимые 

условия оптимальности первого и второго порядка, в том числе исследована на оптималь-

ность классическая экстремаль. 
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