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Аннотация. Теория нагруженных уравнений является весьма актуальной как в теоретическом 

плане, так и в ее многочисленных практических применениях в различных областях современного 

естествознания. Этим объясняется выход огромного количества работ по исследованию и 

применению нагруженных уравнений за последние неполные пятьдесят лет. Основная цель 

исследования – показать, что нагруженные уравнения могут выступать как метод постановки 

новых корректных краевых задач. Доказательство корректности поставленной задачи основывается 

на формуле Даламбера, полученной для исследуемого нагруженного уравнения колебания 

струны. В данной работе рассматривается нагруженное уравнение гиперболического типа с  

двумя нагруженными слагаемыми. Следы нагрузок принадлежат разным характеристическим 

многообразиям одномерного волнового оператора. Объектом исследования является задача с 

данными на непересекающихся характеристиках. Доказаны существование и единственность 

поставленной задачи, а само решение выписано в явном виде. Отличительной особенностью 

рассматриваемой задачи является то, что при отсутствии нагруженных слагаемых она является 

некорректной. 
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Abstract. The theory of loaded equations is very relevant both in theoretical terms and in its 

numerous practical applications in various fields of modern natural science. This explains a huge 

number of works devoted to research and application of loaded equations in the last fifty years. The 

main objective of the study is to present the loaded equations as a method for setting new correct 

boundary value problems. The proof for the correctness of the problem is based on the d'Alembert's 
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formula obtained for the studied wave equation. The paper considers a loaded hyperbolic equation with 

two loaded terms. The load traces are related to different characteristic manifolds of a one-dimensional 

wave operator. Our goal is to study the problem with data on non-intersecting characteristics. We prove 

the existence and uniqueness of the solution, which is presented in an explicit form. The distinguishing 

feature of the problem is that it is ill-posed in the absence of loaded terms. 
 

Keywords: loaded equation, one-dimensional wave operator, characteristic, ill-posed problem, 

d'Alembert formula 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Основной теоретической базой математического моделирования систем с сосредоточен-

ными и распределенными параметрами является так называемая общая теория граничных 

задач для обыкновенных и основных типов дифференциальных уравнений в частных произ-

водных. Термин «общая теория граничных задач», появившийся в начале 20-го столетия, 

включал в себя, исходя из современной терминологии, теорию локальных и нелокальных 

краевых задач как для обычных дифференциальных уравнений, так и для нагруженных. 

Впервые определение нагруженных уравнений было введено А. М. Нахушевым [1]. 

После выхода работы [1] появилось огромное количество публикаций, посвященных 

исследованию различных начально-краевых задач для нагруженных дифференциальных 

уравнений. Приведем лишь некоторые из них, которые в той или иной мере близки к те-

матике исследования данной работы, – [2–9]. Все это привело А. М. Нахушева к написа-

нию монографии [10], посвященной основополагающим элементам теории нагруженных 

уравнений. В ней излагаются такие способы применения нагруженных уравнений, как 

метод математического моделирования нелокальных процессов и явлений и метод эффек-

тивного поиска приближенных решений дифференциальных уравнений. 

В предлагаемой работе мы хотим продемонстрировать нагруженные уравнения как 

метод регуляризации некорректных задач для уравнений гиперболического типа. Ре-

шающими факторами, влияющими на результат исследования той или иной задачи для 

нагруженного дифференциального уравнения, являются: во-первых, взаимное распо-

ложение следа нагрузки и области, где ищется решение задачи; во-вторых, вид следо-

образующего отображения. 

Пусть 𝛺 – конечная односвязная область плоскости независимых переменных 𝑥 и 𝑦, 

ограниченная характеристиками: 𝐴𝐶: 𝑥 − 𝑦 = 0, 𝐴𝐷: 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝐵𝐶: 𝑥 + 𝑦 = 1, 𝐵𝐷: 𝑥 − 𝑦 = 1 

оператора 𝐿𝑢 =
∂2

∂𝑥2 −
∂2

∂𝑦2. В дальнейшем через 𝐽 будем обозначать единичный интервал (0, 1). 

В области 𝛺 рассмотрим нагруженное уравнение 
 

𝐿𝑢 = 4[𝜆𝑢(𝑥 − 𝑦, 0) + 𝜇𝑢(𝑥 + 𝑦, 0)], (1) 
 

где 𝜆, 𝜇 – произвольные действительные константы. 

В характеристических переменных 𝜉 = 𝑥 − 𝑦, 𝜂 = 𝑥 + 𝑦 уравнение (1) принимает вид 
 

𝑣𝜉𝜂 = 𝜆𝑣(𝜉, 𝜉) + 𝜇𝑣(𝜂, 𝜂), (2) 
 

где 𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝑢 (
𝜉+𝜂

2
,

𝜂−𝜉

2
). 
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Очевидно, что нахождение общего решения (2) эквивалентным образом редуцируется 

к нахождению общего решения следующего нагруженного интегрального уравнения: 
 

𝑣(𝜉, 𝜂) − 𝜇𝜉 ∫ 𝑣
𝜂

𝜉

(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝜂 ∫ 𝑣
𝜂

𝜉

(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃(𝜉, 𝜂), 

 

где 𝑃(𝜉, 𝜂) является общим решением уравнения 𝑃𝜉𝜂 = 0. 

Обращая полученное интегральное уравнение, получим 
 

𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜂) + (𝜇𝜉 − 𝜆𝜂) ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]
𝜂

𝜉

𝑑𝑡. (3) 

 

Переходя к прежним переменным, получим 
 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥 − 𝑦) + 𝑔(𝑥 + 𝑦) + 𝜇(𝑥 − 𝑦) ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]
𝑥+𝑦

𝑥−𝑦

𝑑𝑡 − 

 

− 𝜆(𝑥 + 𝑦) ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]
𝑥+𝑦

𝑥−𝑦

𝑑𝑡. (4) 

 

Формулу (4) назовем аналогом формулы Даламбера для уравнения (1). 

Определение 1. Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), пред-

ставимую формулой (4), где 𝑓, 𝑔 – произвольные дважды непрерывно дифференцируе-

мые функции. 
 

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ (1) С ДАННЫМИ  

НА НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ХАРАКТЕРИСТИКАХ 
 

Задача 1. Найти регулярное для уравнения (1) решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(𝛺‾), удовлетворя-

ющее условиям 
 

𝑢|𝐴𝐷 = 𝜑1(𝑥), 𝑢|𝐵𝐶 = 𝜑2(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, (5) 
 

𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶1(𝐽‾) ∩ 𝐶3(𝐽). 
 

Теорема 1. Пусть 𝜆 ≠ 0,  
 

𝜑2
′(0)

− 𝜑1
′(0)

= 𝜆𝜑1(0), 𝜑2
′(1)

− 𝜑1
′(1)

= 𝜆𝜑1(1), (6) 
 

𝜇[𝜑2(0) − 𝜑1(0) − 𝜑2(1) + 𝜑1(1)] = 0. (7) 
  
Тогда решение задачи 1 существует и единственно. 

Доказательство. Пусть существует решение задачи 1. В характеристических перемен-

ных 𝜉 = 𝑥 − 𝑦, 𝜂 = 𝑥 + 𝑦 условия (5) примут вид 
 

𝑣(𝜉, 0) = 𝜑1(𝜉), 𝑣(𝜉, 1) = 𝜑2(𝜉), 0 ≤ 𝜉 ≤ 1. (8) 
 

Удовлетворяя (3) условиям (8), получим 
 

𝑓(𝜉) + 𝑔(0) + 𝜇𝜉 ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]
0

𝜉

𝑑𝑡 = 𝜑1(𝜉), (9) 

 

𝑓(𝜉) + 𝑔(1) + (𝜇𝜉 − 𝜆) ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]
1

𝜉

𝑑𝑡 = 𝜑2(𝜉). (10) 
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Дифференцируя (9) и (10) по 𝜉 и отнимая из (10) почленно выражение (9), получим 
 

𝜇 ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]
1

0

𝑑𝑡 + 𝜆[𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜉)] = 𝜑2′(𝜉) − 𝜑1′(𝜉). 

 

Учитывая, что 𝑓(0) + 𝑔(0) = 𝜑1(0), из последнего соотношения получаем, что 
 

𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜉) =
1

𝜆
[𝜑2′(𝜉) − 𝜑1′(𝜉)] + 𝑐, (11) 

 

где 𝑐 = −
𝜇

𝜆
[𝜑2′(0) − 𝜑1′(0) − 𝜆𝜑1(0)]. 

 

Из (9) находим 𝑓(𝜉): 
 

𝑓(𝜉) = 𝜑1(𝜉) +
𝜇𝜉

𝜆
[𝜑2(𝜉) − 𝜑1(𝜉) − 𝜑2(0) + 𝜑1(0)] + 𝜇𝜉2𝑐 − 𝑔(0). 

 

Из (11) находим 𝑔(𝜉): 
 

𝑔(𝜉) =
1

𝜆
[𝜑2′(𝜉) − 𝜑1′(𝜉)] + 𝑐 − 𝜑1(𝜉) − 

 

−
𝜇𝜉

𝜆
[𝜑2(𝜉) − 𝜑1(𝜉) − 𝜑2(0) + 𝜑1(0)] − 𝜇𝜉2𝑐 + 𝑔(0). 

 

Подставляя полученные значения для 𝑓(𝜉), 𝑔(𝜉), 𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜉) в (3), после некоторых 

преобразований, с учетом того, что значение для 𝑐 принимаем равным нулю, получим 
 

𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝜑1(𝜉) − 𝜑1(𝜂) +
1

𝜆
[𝜑2′(𝜂) − 𝜑1′(𝜂)] − 

 

− 𝜂[𝜑2(𝜂) − 𝜑1(𝜂) − 𝜑2(𝜉) + 𝜑1(𝜉)] + 
 

+
𝜇

𝜆
(𝜂 − 𝜉)[𝜑2(0) − 𝜑1(0) − 𝜑2(𝜂) + 𝜑1(𝜂)]. (12) 

 

Или, переходя к переменным 𝑥, 𝑦, имеем 
 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜑1(𝑥 − 𝑦) − 𝜑1(𝑥 + 𝑦) +
1

𝜆
[𝜑2′(𝑥 + 𝑦) − 𝜑1′(𝑥 + 𝑦)] − 

 

− (𝑥 + 𝑦)[𝜑2(𝑥 + 𝑦) − 𝜑1(𝑥 + 𝑦) − 𝜑2(𝑥 − 𝑦) + 𝜑1(𝑥 − 𝑦)] + 
 

+
2𝜇

𝜆
𝑦[𝜑2(0) − 𝜑1(0) − 𝜑2(𝑥 + 𝑦) + 𝜑1(𝑥 + 𝑦)]. (13) 

 

Итак, доказано, что если существует решение задачи 1, то оно представимо в виде (13). 

Легко установить справедливость обратного утверждения. Принимая во внимание усло-

вие гладкости на заданные функции 𝜑1 и 𝜑2, непосредственной проверкой можно убе-

диться в том, что задаваемая формулой (13) функция 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющая условиям 

(6), (7), является регулярным в области 𝛺 решением уравнения (1). 
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